I - Introduction - Généralités

Définition Une suite numérique est une liste de nombres réels, ordonnée, et indéxée par les entiers
naturels.
Exemples :
e 1,2,3,4,... est la suite des entiers naturels;
(On passe d’un terme au suivant en ... ... )

e les 6 premiers termes de la suite des nombres pairs sont :
(On passe d’un terme au suivant en ... ... )

e les 8 premiers termes de la suite des puissances de 2, de premier terme 2° sont :
(On passe d’un terme au suivant en ... ... )

Exercice 1 Leonardo Fibonacci, dit Leonardo Pisano, mathématicien italien du XIIle siecle,
proposa le probleme récréatif suivant

”Un homme met un couple de lapins dans un lieu isolé de tous les cotés par un mur. Combien de
couples obtient-on en un an si chaque couple engendre tous les mois un nouveau couple a compter
du troisieme mois de son existence ¢”

Si on note C), le nombre de couples de lapins le n-ieme mois, on a alors :

Ci=1,0,=1,03=2,C4,=142=3,C5; =243 =5,

et d’'un maniere plus générale, le n-ieme mois, C,, = C,,_o + C,,_1.

Déterminer alors Cg, C7 et Cs.

Combien de couples y-a-t’il au bout d'un an? de 2 ans? de 10 ans? de 100 ans?

Définition On note (u,) la suite constituée par les termes : ug, uy, Us, ..., Un, Upi1, Unt2, - - -
u, est le terme général de la suite, ou terme de rang n.
Le premier terme est ici (et en général) ug (ce pourrait étre uy, ou us 0U Ugo - - - )

II - Modes de génération d’une suite

On peut définir une suite de deux fagons :
e & partir d'une fonction f : le terme général de la suite est alors u,, = f(n).

u
Uus bp—-—————-—-—-—-———-——— -

On parle d’échantillonnage : la suite (u,) est
Uo ¢ constituée d’échantillons de la fonction f :

up=f(0); wi=f(1); uz=f(2); ...

n  On parle aussi de numérisation d’un signal.

OF————— — — ==

e par une relation de récurrence : comme chaque terme de la suite est numéroté, chaque
terme a un prédécesseur et un successeur; on peut donc définir une suite en indiquant son
premier terme ug et une relation permettant de connaitre un terme connaissant son (ou ses)
prédecesseur.
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Alors, uy =ug+1=1"41=2 ug=uij+1=2°+1=5ug3=u3+1=5"+1=26, ...

. -1
Exercice 2 Soit la suite (u,) définie par u, = 7127
n®+1

1. Calculer Ug, U1, U2, U3, U0, U100 et U1000-

2. Donner 'expression de la fonction f telle que u,, = f(n).

’0022

Exercice 3 Soit la suite (v,) définie par :
Upa1 = v, — 1

1. Calculer vy, vy et vs.

2. Calculer V105 V100 et V1000-

III - Suites arithmétiques

Définition Une suite (u,,) est arithmétique si pour passer d’un terme au suivant on ajoute toujours
le méme nombre r, qu’on appelle alors la raison de la suite.
On a ainsi,

(un) arithmétique <= Pour tout entier n, U, 1 = Uy, + 1 .

Exercice 4 Soit la suite (u,) définie par ug = 2 et, pour tout entier n, u, 1 = u2 + 3.
Calculer uq, us et us.
La suite (u,) peut-elle étre arithmétique ?

Exercice 5 Soit la suite (u,) définie par u, = 3n + 2.
1. Calculer uy, us et ug. La suite (u,) peut-elle étre arithmétique ?

2. Montrer que la suite (u,,) est arithmétique.

Propriété Si (u,) est une suite arithmétique de raison r, alors, pour tout entier n,

Uy = Ug + N7

IV - Suites géométriques

Définition Une suite (v,,) est géométrique si pour passer d’un terme au suivant on multiplie toujours
par le méme nombre q, qu’on appelle alors la raison de la suite.
On a ainsi,

(un,) géométrique <= Pour tout entier n,u,+1 = quy, .

Exercice 6 Soit la suite (u,) définie par ug = 2 et, pour tout entier n, u,,; = u2 + 3.
Calculer uq, us et us.
La suite (u,) peut-elle étre géométrique ?

Exercice 7 Soit la suite (u,) définie par u,, = 3".
1. Calculer uy, us et ug. La suite (u,) peut-elle étre géométrique ?

2. Montrer que la suite (u,,) est géométrique.
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Démontrer que cette suite est géométrique.

Exercice 9 (u,) est géométrique de raison g = —2.
Sachant que us = 12, calculer ug, u7 et uqq.

Exercice 10 Soit la suite (u,) géométrique de raison ¢ = 3 et de premier terme uy = 4.
Calculer uq, us, us, uig et usp.

Exercice 11 Un capital C' = 10000 euros est placé au taux de 4% : a la fin de chaque année, les
intéréts sont ajoutés au capital.

1. Quel est le capital C; a la fin de la premiere année ?
2. Quel est le capital (5 a la fin de la deuxieme année ?
3. Soit C, le capital au bout de n années. Quel est la nature de la suite C,, ?

4. Au bout de combien d’année le capital aura-t’il doublé?

Propriété Si (u,) est une suite géométrique de raison q, alors, pour tout entier n,
Up = Ug X q".

Exercice 12 Une ville compte 100000 habitants en 2010. Chaque année sa population baisse de
2 %. Soit P, sa population 'année 2010 + n.

1. Calculer P, P, et Ps.
2. Quelle est la nature de la suite (P,)?

3. Donner alors 'expression de P, en fonction de n.

V - Notion de limite d’une suite

. n—1
Exercice 13 Soit la suite (u,) définie par u,, = T
n
1. Calculer U10, U100, U1000 et U10000-

2. Quel semble étre le comportement des termes u,, lorsque n devient de plus en plus grand ?

. Vo = 2
Exercice 14 Soit la suite (v,) définie par { 1 :
Upil = ivn +1

1. Calculer vy, vy et vs.
2. Calculer V105 V100 et V1000-

3. Quel semble étre le comportement des termes v,, lorsque n devient de plus en plus grand ?

Définition Si une suite (u,) se rapproche indéfiniment d’une valeur | quand n devient grand, on
dit que [ est la limite de la suite (uy).

4n?
n?+1
1. Ecrire un algorithme qui affiche les valeurs des 20 premiers termes de la suite.

Exercice 15 Soit la suite définie par son terme général u, =

Programmer cet algorithme sur une calculatrice. Que peut-on conjecturer sur la limite [ de la
suite (uy,)?
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entier n tel que [ — u, < 0,01.
Donner cette valeur de n.

. nN" 3
Exercice 16 Soit la suite (u,) définie par u, = 3 x (5) = o
Calculer U1, U190, U100 et U1000-

Comment semble se comporter la suite (u,) lorsque n devient grand ?

n

Exercice 17 Soit la suite (u,) définie par u, = 3 x (—2)".
Calculer Uy, U2, U3, Ug, U10 et U11-
Comment semble se comporter la suite (u,) lorsque n devient grand ?

Propriété Soit (v,) une suite géométrique de raison q, alors :
o si—1 < q<1, la suite (v,) a pour limite 0
e siq>1, la suite (v,) a pour limite +00
e siq < —1, la suite (v,) n'a pas de limite

Exercice 18 Un service commercial a constaté que, chaque année, 1000 nouveaux abonnés sont
enregistrés mais que la moitié des abonnés de ’année précédente ne renouvelent pas leur abonnement.
En 2010, 4000 personnes étaient abonnées.
On note a,, le nombre d’abonnés 'année 2010 + n, ainsi, ag = 4000.

Déterminer le nombre d’abonnés en 2011 puis 2012.
Déterminer aq, ao, az et ay.
Exprimer le nombre d’abonnés a,, 1 en fonction du nombre d’abonnés a,,.

Calculer a l’aide de la calculatrice le nombre d’abonnés en 2025.

Ot W=

Vers quelle valeur semble se stabiliser la suite a,, 7

Exercice 19 En Inde, un roi, & qui un mathématicien venait de présenter le jeu d’échec, fut si
émerveillé qu’il lui proposa de choisir lui-méme sa récompense.

Le mathématicien demanda au roi de le récompenser en grains de blé de la fagon suivante :

— sur la lere case de ’échiquier, 1 grain de blé

— sur la 2eme case, 2 grains de blé,

— sur la 3eéme case, 4 grains de blé,

— et ainsi de suite, en déposant sur chaque nouvelle case le double de grains de blé de celui de

la case précédente.

Un échiquier comporte 64 cases. On note u; le nombre de grains de blé sur la lere case, us sur la
2éme case, ..., ugy sur la 64eme case.

1. Quelle est la nature de la suite (u,)?

2. On note S la somme des des grains de blé sur I’échiquier.
Ecrire un algorithme qui permet de calculer et d’afficher S.
Programmer sur calculatrice cet algorithme, et donner la valeur de S.

3. Si un grain de riz pese 0,02g, donner, en tonnes, le poids de blé sur 1’échiquier.

’U():l

Upt1 = =Up + 3

Exercice 20 Soit la suite (v,) définie par {
2

1. Calculer vy, vy et vs.

2. Calculer V10, V100 et V1000 -
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4. On définit la suite (w,) par w, = v, — 6.
a) Donner I'expression de w,; en fonction de v, puis de wy,.
b) Quelle est la nature de la suite (w,,)? Exprimer alors w, en fonction de n.
c) quelle est la limite de la suite (w,,).
)

d

Exprimer v,, en fonction de w,, puis en fonction de n.
En déduire la limite de la suite (v,,).
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