Compléments sur les fonctions
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I Reésolution d’équations

Nous avons vu, dans le cours sur la résolution d’équations, que

Définition: Résoudre ’équation A(x) = a, c’est trouver tous les nombres x tels que A(z) = a.

Par exemple, 1'équation (E) : 2% — 2z = 0 est 'équation A(z) = a avec le nombre a = 0 et la fonction A
définie par I'expression A(z) = 2% — 2.

1 Résolution graphique

Dans I'exemple précédent, on sait résoudre exactement, algébriquement, cette équation : apres factorisa-
tion, puis équation produit nul, on trouve les deux solutions z; = 0 et x5 = 2.

En terme de fonction, on interprete cette équation ainsi : rechercher tous les antécédents de 0.
Graphiquement, a 'aide de la courbe de la fonction A, on peut aussi résoudre approximativement cette
équation :

On (re)trouve graphiquement que les antécédents de 0, c’est-a-dire les solutions de 1’équation A(z) = 0
sont 0 et 2.

Exercice 1 Résoudre, a I'aide du graphique précédent, 1’équation z? — 2z = 2.

Exercice 2 On considere les équations

3
E122LE‘—3:2 E22U2+2I+4:3 E3

:2x—3

a) Ecrire chaque équation sous la forme f(z) = a, en précisant & chaque fois f(z) et le nombre a.

=2 Ey:(2z—3)° =4

Tracer alors a ’aide de la calculatrice la courbe représentative de la fonction f et résoudre graphique-
ment 1’équation.

b) Résoudre algébriquement (et donc exactement) chaque équation et retrouver les résultats précédents.

2 Intersection de deux courbes

On considere les courbes représentatives de deux fonctions f et g.
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Par exemple pour des fonctions f et g définies sur [—5; 5], avec les représentations graphiques :

Graphiquement, les points d’intersection se lisent facilement : ce sont ici les points d’abscisse a ~ 3,5,
b~ —18et c~1,5.

Pour les déterminer algébriquement, on pose M (x;y) un tel point d’intersection et on a alors
M(z;y) € C; < y = f(x)
et
M(z;y) € Cy <= y=g(x)
et on a donc la double équation :  y = f(x) = g(z).
En particulier I’abscisse x des (éventuels) points d’intersection vérifie ’équation f(z) = g(x).

On résout donc cette équation, et on trouve finalement les ordonnées des points d’intersection recherchés
avec y = f(x) ou y = g(z) (qui doivent bien sur étre égaux).

Exercice 3 Déterminer, graphiquement en tracant les courbes avec la calculatrice, avec python, ou
tout autre moyen numérique, puis exactement par le calcul, les coordonnées des points d’intersection des
courbes des fonctions f et g dans chaque cas suivant :

1. f(x)=3z+2et g(x)=—x+1

2. flx)=a*+zetg(z)=—2—1

3. f(:c)—?)x +2r+1letglx)=x+1
4. flx) =

- f

et g(z) = .

T
T+ 3

2

II Résolution d’inéquations

Tout comme pour la résolution d’équations rappelée au tout debut de ce cours,

Définition: Résoudre l'inéquation A(z) > a, c’est trouver tous les nombres x tels que A(x) > a.

Par exemple, I'inéquation (I) : 22 — 2z > 0 est I'inéquation A(x) > a avec le nombre a = 0 et la fonction
A définie par I'expression A(x) = z? — 2z.
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1 Résolution graphique

Pour résoudre graphiquement I'inéquation (I) : 22 — 2z > 0, on reprend la méme démarche que pour la
résolution de I’équation correspondante et on trace la courbe de la fonction A :

On trouve graphiquement que pour toutes les valeurs de z négatives et pour toutes les valeurs de x
supérieures a 2, on a A(z) > 0.
On écrit alors les solutions sous la forme de la réunion des ces deux intervalles :

S =] —00;0]U[2;400]

Exercice 4 Résoudre, a I'aide du graphique précédent, 1'équation 22 — 2z > 2.

Exercice 5 On considere les inéquations

3
I, : 20 —3>2 L:x?+2x4+4>3 I3 :

20 — 3
Ecrire chaque équation sous la forme f(x) > a, en précisant a chaque fois f(z) et le nombre a.
Tracer alors a I’aide de la calculatrice la courbe représentative de la fonction f et résoudre graphiquement
I’équation.

> 2 Ii:(2r—3)2 >4

On peut aussi chercher a résoudre algébriquement ces inéquations.

2 Résolution algébrique

Voir aussi le cours sur la résolution algébrique d’inéquations et les tableaux de signes.

Méthode générale pour résoudre une inéquation

On se ramene a une inéquation de la forme A(x) < 0, ou A(x) < 0, ou A(z) > 0 ou A(z) > 0, en
prenant garde a l'ordre (c’est-a-dire au sens de l'inéquation) a chaque opération effectuée, et avec A(x)
une expression algébrique ne contenant que des produits et/ou quotients de termes du premier degré (de
la forme az + b). o

On peut alors dresser un tableau de signes et appliquer la regle des signes pour les produits et quotients.

Remarque/Rappel :  Chercher le signe de I'expression algébrique A(z) est équivalent a résoudre

les inéquations A(z) <0, A(x) > 0 et A(z) =0.
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Exemple : Résoudre I'inéquation : (I) : z(z +2) > 2z + 1)(z + 2).

On transforme tout d’abord I'inéquation pour se ramener a une étude de signes de facteurs du premier
degré :

(I): <= z(z+2)—2x+1)(z+2)>0
— (x+2)[37—(237—|—1)] >0
— (z+2)[-z—-1]>0

On peut alors dresser le tableau de signes de lexpression (z + 2)(—z — 1) :

x —00 —2 —1 400
T+ 2 - 0 + | +
—r—1 + | 4+ 0 -
(x+2)(—z—1) -0 + 0 -
On veut que ce produit soit positif ou nul; les solutions de 'inéquation sont donc : § = [-2; —1].

Exercice 6 Résoudre algébriquement les inéquations de 'exercice précédent, et retrouver les résultats
trouvés graphiquement (et approximatifs donc).

Exercice 7 Résoudre les inéquations :
(Ii) : 2z+3)(—=3z+2)>0

(I3) : 23z +1) < 2z +3)z
(I3) : (2z+4)*> 2z +4)(x — 3)
(14) : 1’229
1
) : 1 <0
(Z5) +:17+2_
20+ 3
1) >
() © 55522
11z + 12
) : 8— —— > 2
(f7) 20 —3
3 4

: <
2c+1 x-—3

3 Position relative de deux courbes

Définition: Etudier la position relative de deuzx courbes Cy et C,, c’est déterminer quelle courbe est

au-dessous ou au-dessus de 'autre.
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Par exemple pour des fonctions f et g définies sur [—5; 5], avec les représentations graphiques :

on a ici,

Cy est au-dessous de C, sur [—5;a] et sur [b; ]

Cy est au-dessus de C, sur [a; b] et sur [c; 5]

Pour étudier algébriquement ce probleme, on pose d(z) = f(z)—g(z), la différence entre les deux fonctions.
Algébriquement, on a alors

Cs est au-dessous de Cg4 Cy est au-dessus de C,
= f(z) <g(@) = f(z) > g(z)
> flz) —g(x) <O = [flx) —g(x) >0
<= d(z) négatif <= d(z) positif

On peut donc écrire, en résumé,

Propriété: Pour étudier la position relative des deux courbes Cy et Cy4, représentatives des fonctions f

et g, on étudie le signe de la différence d(z) = f(z) — g(x).

Exercice 8 Soit f(x) =322 — 22 — 2 et g(x) = 62 — 2
1. Représenter graphiquement les courbes Cy et C, et étudier graphiquement leur position relative.

2. Etudier exactement, algébriquement, leur position relative.

Exercice 9 On considere les trois fonctions de référence f(x) = z, g(x) = 2% et h(z) = 2%, définies
sur [0; +o0.
On Cy, C4 et Cp, leur courbes représentatives respectives.
1. Tracer dans un méme repere ces trois courbes et conjecturer leurs positions relatives.

2. Démontrer algébriqueent ces résultats, en étudiant tout d’abord la position relative de C; et C, puis
la position relative de C, et Cy.
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Exercice 10 On considere les fonctions f et g définies sur IR par les expressions f(x) = 23+ 22 +2+1
et g(x) = 23 — 32 + 5.
On note C; et C, leur courbes représentatives respectives.
1. Tracer, a l'aide de la calculatrice ou d’un ordinateur, et sur un méme graphique, ces courbes
représentatives.
Conjecturer la position relative de ces courbes.

2. Exprimer f(z) — g(z) et étudier alors algébriquement la position relative des deux courbes.

Exercice 11 On considere les fonctions f et g définies sur IR par les expressions f(x) = 223 4 222 +
2r + 2 et g(x) = 22 + 5w + 2.
On note C; et C, leur courbes représentatives respectives.

1. Tracer, a l'aide de la calculatrice ou d’un ordinateur, et sur un méme graphique, ces courbes
représentatives.

Conjecturer la position relative de ces courbes.
2. a) Montrer que, pour tout nombre réel x, on a I'égalité : 22 + 1 — 3 = (z — 1)(2z + 3).

b) Exprimer f(x) — g(z) et étudier alors algébriquement la position relative des deux courbes.
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