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Introduction - Résolution d’équations algébriques

1
Soit le trindme du second degré P(z) = §x2 + 32+ 5.

Le discriminant de P est : A =9 — 10 = —1 < 0, donc P n’a pas de racine réelle.

Imaginons un instant que I'on puisse néanmoins écrire VA = y/—1, et donc les formules donnant les

racines de P (qui ne sont donc sirement pas réelles!) :

—b A —b—- VA
;a\/_:_g_i_,/_l; xzzi\/_

=Ty %

Alors,

P(x1) =P(=3+v-1) =

S NI NN

(—3+\/—_1)2+3(—3+\/—_1)+5
(9-6v=T+ (V=1)") =9+ 3V=T+5
(9—6\/—_1+(—1)> —4+3V71

—3-v-1

(car V=1 =-1 )

On calcule de méme que P(z3) = 0, et ainsi, ce trinéme du second degré admet bien deux racines distinctes,

mais celles-ci ne sont pas réelles.

Le nombre v/—1 n’existe pas : ce n’est pas un nombre réel. Cardan, mathématicien du XVIeme siecle

appelait ce type de nombre des nombres ”"impossibles”.

Plus tard, Descartes leur donna le nom de nombres ”imaginaires”, qui sont devenus aujourd’hui des

nombres complexes.

1 Le plan complexe

Théoréme (admis)

1l existe un ensemble noté C, appelé ensemble des nombres complexes, qui posséde les

Propriétés suivantes :
o C contient l'ensemble des nombres réels : IR C C

e il existe un nombre complexe, noté i tel que i> = —1.

e tout nombre complexe z s’écrit de maniere unique sous la forme z = x + iy, ou x et

y sont des nombres réels.

Exemples : 2 =342 €C; zp=-5€R,donc 2 € C; z3=V7—6icC; ...

Définition L’écriture z = x+iy, oux € IR ety € IR s’appelle la forme algébrique du nombre compleze

zZ.

x est la partie réelle de z, notée R(z), ety est la partie imaginaire de z, notée I(z).

Siy =0, alors z est réel (IR C C)
Six =0, z est dit imaginaire pur.
Exemples :
o 2 =3—-2i, R(z) =3 et J(z) = —2.
o 2 =—1+1i R(z)=—-1et J(z) =1
. z:%i, %(z)zOet%(z):%
o =12, R(z) =12 et I(z) =0; 2 est réel.

; z est imaginaire pur.

D’apres le premier théoreme, on a alors :
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Propriété Deux nombres complexes sont égaux si et seulement si ils ont la méme partie réelle et la méme
partie imaginaire : soit z = x + iy et 2 = &' + iy, avec x, y, &' et y' quatre nombres réels,
alors,

2=z <:)<x:x' et y:y')

Définition (Plan complexe) ,
Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O; U, V) yl_______ M(z =z +iy)
direct.

A tout nombre complexre z = x +1iy, v € IR, y € R,
on associe le point M de coordonnées M(x;y).

On dit que z est l'affixe du point M, ou du vecteur 0
—— PR

<y

£
& .

OM ; et que le point M, ou le vecteur OM est ['image
de z.

Définition Les nombres réels sont les affixes des points de l'axe des abscisses, que [’on appelle donc axe
réel.
Un nombre complexe dont la partie réelle est nulle, z = 0 + 1y = 1y est appelé un nombre
imaginaire pur. Les images de ces nombres sont les points de l’axe des ordonnées, que l'on
appelle donc axe imaginaire (pur).

3
Exercice 1  Placer les points A, B et C' d’affixes respectives : zg = —1—2i, 2z =4 —i et 2 = V2+ =i

5t
Déterminer les longueurs OA, OB et OC' et AB.

2 Opérations sur les nombres complexes

2.1 Opérations numériques et algébriques

Les regles de calcul sur les nombres réels se prolongent aux nombres complexes.

Exercice 2  Exprimer sous forme algébrique les nombres complexes :
e (2+3i)+ (—1+67) o (5+1i)—(3—2i0) o (1+1i)(3—29) o (4+1i)(—b+ 37)
o (2—0)? e (z+iy)(d+iy) e(r+iy)* e(2—3i)(2+3i) e (a+ib)(a—ib)

1 3
Exercice 3  On pose j = —3 + zg Calculer 1+ j + 5.

2.2 Opérations géométriques

Propriété Soit 21 = a +ib et zp = a + iV deux nombres
complexes, avec a, b, a’ et b’ quatre réels, et M et -
N leur image respective dans le plan complexe.
Alors z = 21+ 20 = (a+d') +i(b+V) a pour image
le point P tel que OP = OM + ON.

De méme, le vecteur MN = ON — OM a pour
affize le complexe 2y = 20 — 21.
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Propriété Soit deux points A et B d’affize z4 et zg, alors affixe du vecteur 1@ est zp, — 24.
Soit i et U deux vecteurs d’affize z et 2’, alors le vecteur i + U a pour affixe z + 2.

St k € IR, le vecteur ku a pour affixe kz.

Le milieu z; du milieu I segment [AB] est z; = A ; Ly

11
Exercice 4  Les points A, B et C' ont pour affixes respectives —2 +1¢, 3+ 3¢, 1 + gz

a) Calculer les affixes des vecteurs AB et AC.
b) En déduire que les points A, B et C sont alignés.
c) Placer les points A, B et C.

1.3 11
Exercice 5  Les points A, B et C ont pour affixes respectives 1 4+ —1i, 5 +2iet —1— ?z

Placer les points A, B et C' dans le plan complexe, et montrer qu’ils sont alignés.

Exercice 6  On considere dans le plan complexe les points A, B, C' et D d’affixe z4 = 3+1, z5 = 2 — 21,
zo=2iet zp =1+ bi.

a) Faire une figure

b) Montrer de deux fagons différentes que ABC'D est un parallélogramme.

3 Conjugué d’un nombre complexe

Définition Soit z = x + iy, x € IR, y € IR, un nombre complexe. On appelle conjugué de z, noté z, le
nombre complexe 7 = x — 1y.

Propriété Dans le plan complexe, si le point M a pour affize z, alors l'image M’ de Z est le symétrique de
M par rapport a l’axe des abscisses.
1 1

Exemples : @ z = 3 + 2i, alors 7 = 3 — 2i. 03—§i:3+§i —5=-5 3i=—3i

[ ]
B
[
ISy,

Propriété ez =12 o z=2+y e 2 — 54

z

~
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N———
I

o 2+ Z=2R(z) et donc, z imaginaire pur <= R(z) =0 <= 2z = -2
o 2 —Z=2i¥(2), et donc, ze R<=SQ(2) =0<=2=72

3—1 3+

Exercice 7  Soit les nombres complexes : 21 = ——— et 29 = -
P YT s T 5

Vérifier que z; = Z3, et en déduire que z; + 29 est réel et que z; — 25 est imaginaire pur.

Calculer z; + 23 et 21 — 29.

Exercice 8  Soit P le polynome défini sur C par : P(z) = 2% + 22 — 42 +6.

a) Montrer que pour tout complexe z, P(z) = P(Z).

b) Calculer (1 + 7)? puis (1 + ) et vérifier que 1+ i est une racine de P, et en déduire une autre racine
complexe de P.

Exercice 9  Déterminer l'ensemble des points M d’affixe z du plan complexe tels que Z = 22 + Z soit
un nombre réel (on pourra poser z = x +iy, x € R, y € IR, et écrire Z sous forme algébrique).

Y. Morel - xymaths.free.fr/Lycee/Common/Nombres-complexes/ Nombres complexes - 4/8



xymaths.free.fr/Lycee/Common/Nombres-complexes/

Exercice 10  Résoudre dans C les équations (écrire la solution sous forme algébrique) :
a) bz=4—1 b) (1+4z+1—-i=0 c) 2Z4+i=2+2 d) 32 —-2iz=5-3i

Propriété (Inverse d’un nombre complexe)

Tout nombre complexe non nul z admet un inverse, noté —.
z

Démonstration: Soit z = 2 4 ¢y un nombre complexe non nul, c’est-a-dire  # 0 et y # 0.

1 z 1 T — 1y T — 1y T .y
Alors, — = — = = = = - avec 22 + 2 # 0 OJ
) Z 7 l’+2y ([L“Fly)(l’—'ly) l’2+y2 x2+y2 :L_2+y2 Vi +y #

Propriété (Quotient de deuxr nombres complexes) Le quotient des deuxr nombres complexes z et zy # 0,
21 1 21 X Zg9

est — =21 X — = —,

Z9 29 2o X Z9

Exercice 11  Ecrire sous forme algébrique (z + iy) les nombres complexes :

1 1+ 1+ 4 2i 1 ?
2430) (5—i) + 5 +3i
*33% 3—a Ciow twoq t@rsd +(2+Z)
1 3
'3 4 5 6
o 7 [ ] ; ® 7 [ ) ® 7 [ ] Zl—o
Exercice 12 Soit 2; = —1 + 3i et 25 = 4 — 7. Ecrire sous forme algébrique les nombres complexes :
1 1
o — 2z o 212 o 2 o — + —
Z9 21 Z9

4 Module et argument d’un nombre complexe

Définition Soit dans le plan complexe un point M d’affize

z=z+1y,z € R, yelR. ) M(z =z + iy)
_ 2 — = e nombre | 7777 4
A’lors, OM. = \/73: +y? = vzz. Ce nombre, %X@ |
réel et positif, s’appelle le module du nombre g |
compleze z, et est noté |z| = OM = \/x? + y>. 7 NN arg(e) |
On appelle argument du nombre complexe non of = '
u x

nul z, noté arg(z), toute mesure en radians de
. , gy
I’angle orienté : (u, OM).
Remarque : ¢ Un nombre complexe non nul 2z a une infinité d’arguments : si 6 est un de ces arguments,
alors tous les autres sont de la forme 6 + k27, k € Z.
On note arg(z) = 0 (modulo 27), ou arg(z) = 6 [27], ou encore, pour simplifier (mais alors par abus de
langage), arg(z) = 6.

e Si z est un réel (z = x+1ix0), alors |z| = |z| : le module coincide avec la valeur absolue pour les nombres
réels.
Par exemple, |6] = V62 = 6, et | — 3] = /(=3)2 =3.

Exercice 13  Calculer les modules des nombres complexes suivants : z; = 1 4+ 2i, 2z = 2 — 3,
za=—1—05i, z4=3, z3=—6, 2,=8i, 25=-3i, z9=+341
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Propriété Soit A(z4) et B(zp), alors ﬁ(zg —za) et
donc,

o AB = ||AB| = |25 — 2|

o (ﬁ, ﬁ) = arg(zyp) = arg(zp —

6 = arg(|23|

__=arg(zp—24)

u

M(zp—2z4)

o| u

earg(z+1i)=m

ZA).
Exercice 14  Déterminer ’ensemble des nombres complexes z tels que :
oarg(z):% o|r—3|=|z+2i] e|z+1-2i<5

Exercice 15

Dans le plan complexe, A, B et C sont les points d’affixes :

za=141, 2p=4+51, 26 =5—21 .

1. Montrer que AB = AC.

2. a) Déterminer 'affixe du point G tel que le quadrilatere AGBC soit un parallélogramme.
b) Déterminer les affixes des points I et J, milieux respectifs de [GC] et [AB].

Propriété Pour tout nombres complexes z et 2’ :

esiz=x+iy, r€ERetycR, 2z2=2>=2+y

| — 2| = 2] o [z[ =2

22| = 12| e =2

Exercice 16
1+1

3—4

a) z = b)z=(2+2)(-14+1i) ¢)z=

— )

2

|z + 2| < |z| +|7| (inégalité triangulaire)

2l ]

E

z

Z/

Calculer le module des nombres complexes suivants :
i(—1
-3+ 4

42—

V=5

5 Forme trigonométrique d’un nombre complexe

Définition Dans le plan complexe un point M
peut-étre  repéré par ses coordonnées A M(z =z +1iy)
cartésienne (z;y), ou son affize compleze e 3 A
2z = x+1y, ou par ses coordonnées polaires by |
il ¢ |
(r;0), avec r = OM et 6 = (u; OM). Y L |
3\ I
. ) \ |
On a les relations : o—ard(}) |
L |
r = ’:E2+y2 T = rcosf 0] cos x=rcosf
x . Yy < .
cosf) = — | sinf == {yzrsm@
r r
L’affixe z du point M s’écrit alors,

z :T(cosﬁ—l—isin@)

Cette écriture est la forme trigonométrique de z.

Exercice 17
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o2 =3 o 2= —4 ® 23 =21 2y =—1+1

02— —\/3+i o 25 = —6v/3 + 6i o 2 =6 +iV2.

6 Equation du second degré

Propriété Soit a un nombre réel. Les solutions de l’équation 2> = a sont appelées racines carrées de a
dans €, avec

e sia>0, alors z=+/a ou z=—y/a (deuz racines réelles)
e sia<0,alors z =1i\/—a ou z = —in/—a  (deux racines complexes, imaginaires
pures)

Démonstration : e Si a > 0, alors 22 = a <= (2 — y/a)(z + v/a) = 0, d’olt les racines de 1’équation.
eSia<0,22=a+<=22—i*(—a) =22 —i}(V—a)’ =0 < (2 —iv/—a)(z +iv/—a) = 0, d’olt les racines
complexes.

Exemples : Les racines carrées de 2 dans € sont v/2 et —v/2, qui sont réelles; les racines carrées de —4
dans C sont iv/4 = 2i et —i/4 = —2i.

Propriété L ’équation az* + bz +c =0, ot a # 0, b et ¢ sont trois réels, de discriminant A = b> — 4ac

admet :
e si A =0, une solution réelle double z = ~5g
a
—b—VA —b+ VA
e si A >0, deux solutions réelles distinctes z1 = ———— et 29 = ;

2a 2a

o si A <0, deuz solutions complexes conjuguées :

 —b—iV=A  —b+iV/=A

ZHH=———7—+&¢e,29=
! 2a 2 2a

Dans tous les cas, le trinome du second degré se factorise selon (avec éventuellement zy = z3) :
az? +bz+c=a(z—z)(z — 2).

Exercice 18  Résoudre dans C les équations suivantes :
e22+24+1=0 022-32+18=0 022492-4=0 o —22+(1+/3)2—/3=0
Exercice 19  Résoudre dans C ’équation z* + 422 — 21 = 0.

Exercice 20  Résoudre dans € ’équation : 2% + 522 — 36 = 0.

Exercice 21  On considere le polynome P défini sur € par P(z) = 2% — 423 + 422 — 42 + 3.
a) Déterminer les réels a, b et ¢ tels que, pour tout complexe z, P(z) = (2% + 1)(az® + bz + ¢).

b) En déduire toutes les solutions dans € de I'équation P(z) = 0.

Exercice 22 Soit P le polynome défini par :  P(z2) = 2% — (2 +4)22 +2(1 + 1)z — 2i.
1. Calculer P(i).
2. Trouver deux nombres réels p et ¢ tels que P(2) = (z —i)(2* + pz + q).

3. Déterminer alors toutes les solutions de I’équation P(z) = 0.

4. Montrer que ces solutions sont les affixes des sommets d’un triangle rectangle.

Exercice 23  Soit le polynome P défini sur € par : P(z) = 323 + (1 + 61)2> + 2(8 + i)z + 32i.
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a) Vérifier que zp = —2i est une racine de P.

b) Trouver les nombres réels a, b et ¢ tels que, pour tout complexe z, P(z) = (2 — 2)(az® + bz + ¢).

¢) Déterminer alors toutes les racines de P.

Exercice 24  Soit les nombres complexes z; = —1 — V3 et 2o = iz.

1. Ecrire z; et 2z, sous forme trigonométrique.

2. a) Placer dans le plan complexe muni d’'un repere orthonormal (O; 4, ) les points M; et M, d’affixes
21 et 2.

b) Soit A, B et C les points du plan d’affixes respectives z4, zp et z¢ telles que z4 = —2 + 2iv/3,
2 =2 —2iV/3 et 2z, = 8.
Montrer que z4 = 2z7.
3. a) Placer les points A, B et C' dans le plan complexe.
b) Calculer |z4 — z|, |28 — 2¢| et |z4 — z¢].

¢) En déduire que le triangle ABC' est rectangle.
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