Nombres complexes - Trigonométrie et géométrie

Exercice 1

1. Rappels :
— Rappeler 'expression des parties réelle et imaginaire d’'un nombre complexe z en fonction de z et
de son conjugué z.
— Rappeler la définition de I'exponentielle complexe : €, et donner I'expression de son conjugué.
— Déduire des deux rappels précédents, I’expression de cos 8 et sin @ en fonction de e et e,
Ces formules sont connues sous le nom de formules d’Euler.

— Rappeler la formule de Moivre : (cosf +isinf)" = ... ....
2. Formules d’addition :
En écrivant de deux manieres différentes e, donner des expressions de cos(a + b) et de sin(a + b).

En déduire les formules trigonométriques donnant cos(26) et sin(26).
3. Linéarisations : En utilisant les formules d’Euler, exprimer

a) (cos®)? a laide d’exponentielles complexes puis de cos(26)

b) (sinf)® & laide d’exponentielles complexes puis de cos(26).

¢) (cos@)® en fonction de cosé et cos(36).
4. Calcul d’intégrales : a) Calculer I'intégrale I = /W/2 cos(2x) dx
0
b) A l'aide des formules du 3., calculer les intégrales J = /W/z(sin r)?dr et K = /W(cos z)? dx
0 0
¢) De maniere similaire, calculer L = / v cos® x sin x dw
0

5. Sommes trigonométriques : Soit x un réel quelconque, calculer les sommes
A =cos(z) +cos(x + @)+ - -+ cos(x +9a) et B =sin(x)+sin(z+ «)+ -+ sin(z + 9a).
(on pourra chercher a exprimer la somme S = A+ iB).

Exercice 2 QCM Pour chaque question, au moins une des quatre réponses proposées est exacte.

On désigne par A, B, C et D les points d’affixes respectives z4 =1, 2 =1, 20 = —1 et zp = —1.
1. L’ensemble des points d’affixe z tel que |z +1i| = |z — 1| est :
a. la médiatrice du b. le milieu du c. le cercle de centre O d. la médiatrice du
segment [BC] segment [BC] et de rayon 1 segment [AD]

z+1
2. L’ensemble des points d’affixe z tel que 1 soit un imaginaire pur est :
z

a. la droite (C'D) b. le cercle de c. le cercle de diametre d. la médiatrice du
privée dupoint C diametre  [CD] [BD] privé du point C segment [AB]
privé du point C'

3. L’ensemble des points d’affixe z tels que arg(z — i) = —g + 2kmou k € Z est :

a. le demi-cercle b. la droite (BD) c. la demi-droite | BD) d. le cercle de
de diametre [BD)] d’origine B passant diametre [BD] privé
passant par A par D privée de B de Bet D

Exercice 3 Vrai ou faux

1 1
a) Siz = —3 + 51’, alors z* est un nombre réel. b) Si z+ 2z =0, alors z = 0.
c)Siz+— =0, alors z =1 ou z = —i. d) Si|z| =1etsi|z+ 2| =1, alors 2’ =0.
z
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Exercice 4 On considere un triangle quelconque ABC, avec
les notations usuelles ci-contre pour les mesures des angles o, 8
et 7, et des longueurs des cotés a, b et c.

—

On rapporte le plan au repere (B, u, 7)

Donner I'affixe des points A et B.

1.

2. Déterminer l'affixe du point C' sous forme exponentielle.

3. Exprimer Re (zﬁ%)

4. Exprimer de deux manieres différentes (za + ZA_é) (zﬂ + zm).
En déduire une expression de b% + c2.

A 12

Exercice 5 Théoréme de Napoléon

On considere un triangle quelconque ABC, et on construit C!
extérieurement les triangles équilatéraux A'CB, ACB' et A¢B

dont les centres de gravité respectifs sont notés G, Gy et Gjs. Gy S>c--—7 ,‘G2

<!

Le théoreme de Napoléon affirme que le triangle G1G2G3 ainsi
formé est équilatéral. N /

1. Déterminer les affixes zp et z¢ des points B et C. N /

2. Déterminer I'affixe du point A’ sous forme exponentielle. \,
# ’affixe du point A. Gy
a) Interpréter géométriquement les réels r et 6.

3. On pose z4 =re

b) Déterminer l'affixe z¢ du point C' sous forme exponentielle.
4. Soit w le nombre complexe tel que z-— = wzg3. A

CB'
Déterminer le module et I'argument de w. En déduire que zp = 1 — e 75+ 0=3),

1
5. On rappelle que 'affixe du centre de gravité du triangle ABC' est z = 3 (za + 2B + 20).

e
Déterminer les affixes des vecteurs G1G5 et G1Gs.

_ T
6. Prouver alors que e =€ g Conclure.

Exercice 6 Soit P le polynéme défini par P(z) = 2% + 2(1 — 1)z + (1 — 4i)z — 2i.
a) Trouver le réel « tel que P(ia) = 0.
b) Trouver les nombres réels p et ¢ tels que, pour tout nombre complexe z, P(z) = (z —ia)(2% + pz + q).

c¢) Déterminer toutes les racines de P.

Exercice 7 Second degré a coefficients complexes
Théoréme Pour a, b et ¢ trois nombres complezes, a # 0, on pose A = b* — 4ac et § tel que 62 = A.
L’équation du second degré az* +bz+c = 0 admet alors deux solutions, éventuellement confon-

—b—94 —b+0
etZQI .
2a

1. Retrouver dans le cas ou A € IR les formules connues sur le second degré.

dues, zy =

2. Résoudre, en utilisant ce théoréme les équations ) : 22 +22 —3=0et Fy: 22 —22+2=0.
3. On considere I'équation (E) : 22 — (v/3 + 3i)z — (2 — iv/3) = 0.

a) Calculer son discriminant A et I’écrire sous forme exponentielle.

b) Déterminer un nombre complexe ¢, sous forme exponentielle, tel que §% = A.

¢) En déduire les solutions de I’équation E.
Vérifier ces résultats en remplacant les valeurs trouvées dans 1’équation F.
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