Statistique a deux variables - Ajustement affine

Exercice 1 Une entreprise a relevé sur les cing derniéres années son budget annuel en publicité (en centaine
d’euros) et le volume annuel de ventes (en millier d'unités).
Ce relevé est donné dans le tableau suivant :

Budget publicitaire | 32 | 33 | 35| 36 | 37| 38

Ventes 50 | 51 | 54 | 54,9 | 56 | 58,1

1. Placer sur un graphique les points correspondants au volume de ventes en fonction du budget publi-
citaire.

2. Estimer le volume des ventes pour un budget publicitaire de 3400 euros.
Meéme question pour des bugets publicitaires de 3000 euros puis de 5000 euros.

Exercice 2 Le PDG d’une entreprise analyse la production, en tonnes, sur les dix dernieres années.
Les résultats sont donnés dans le tableau suivant :

Année 1 21314 (56| 7]8]9]10

Production | 49 | 48 | 51 | 56 | 58 | 57 | 61 | 65 | 66 | 68

1. Représenter sur un graphique les points correspondants a la production, en tonnes, suivant 1’année.

2. Estimer la production ’année suivante, puis cing ans apres.

I - Série statistique a deux variables

Définition On appelle série statistique a deuzr variables, ou encore série statistique double, un ensemble
de couples (z1;y1), (x2;92), - -

Le nuage de points de cette série est ['ensemble des points de coordonnées (x1;y1), (T2;Y2), - .-

II - Ajustement affine

Lorsque les points d’un nuage sont sensiblement alignés, on peut construire une droite, appelée droite
d’ajustement, passant au plus pres de ces points.

Exercice 3 On considere la série statistique a deux variables :

x; | 5 [ 10 | 15|20 | 25| 30|35 |40

vi | 131233444 |50 |65 75|90

Dans un repere, représenter le nuage de point (x;;%;) correspond.
Un ajustement affine semble-t’il pertinent.
Tracer une droite d’ajustement.

Estimer la valeur de y pour z = 45 (extrapolation).

AN I

Estimer la valeur de = pour y = 70 (interpolation,).
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Parmi toutes les droites d’ajustement que ’on peut tracer, il existe une unique droite qui est ”le plus
proche” des points du nuage.

Plus précisément, pour le nuage de points A; (x1;1), A
Ay (22;Y2), ... cette droite est celle telle que la somme
des carrés des longueurs

B+B+05+...

séparant les points du nuage de la droite soit la plus
petite.

Cette droite s’appelle la droite des moindres carrés.
(Voir "animation interactive).

On détermine ’équation de la droite des moindres
carrés a l'aide de la calculatrice (ou ordinatur, ta-
bleur, ...).

Y

Calcul de I’équation de la droite d’ajustement par moindres carrés

TI |Stat] puis ‘Edit L puis saisir les données dans Ly et Ls.

Pour le calcul de équation de la droite, | Stat ], puis | Calc| et enfin | RegLin(ax-+b)

Casio Menu [Stat |, puis saisir les données dans List! et List2.
Pour le calcul, |Stat | puis , et enfin choisir List! pour 2Var Xlist et List1 pour 2Var Ylist

Choisir alors | Reg|, puis et enfin .

Autre, tableur,. .. Les logiciels, tels que les tableurs, permettent en régle général de calculer et
tracer une droite d’ajustement.

On peut aussi rechercher pour cela un éventuellement menu | Tendance |

Pour 'exercice précédent, la calculatrice fournit I'équation y = 2, 138095238 x 4 1, 142857143.
Une équation de la droite d’ajustement est donc y = 2, 1z + 1, 1.

Exercice 4 Reprendre les données de 1'exercice précédent.
1. Déterminer I’équation de la droite d’ajustement a ’aide de la calculatrice.
2. Estimer la valeur de y pour x = 45.

3. Estimer la valeur de x pour y = 70.

Exercice 5 A partir des données suivantes, déterminer I’équation de la droite d’ajustement par moindres
carrés.

x; | 10 | 45 | 30 | 60 | 40

yi |40 75|56 |90 | 64
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Représenter sur un graphique le nuage de points et la droite trouvée.

Exercice 6 A partir des données suivantes, déterminer I’équation de la droite d’ajustement par moindres
carrés.

x| 1| 23145

yi | 151310 |8 |4

Représenter sur un graphique le nuage de points et la droite trouvée.

III - Interpolation, extrapolation, prévision

A partir de 1’équation de la droite d’ajustement (par moindres carrés), on peut estimer une valeur
supplémentaire a l'intérieur de la plage de données : on interpole une donnée.
On peut aussi chercher une valeur a l'extérieur de la plage de données : on extrapole alors, ou fait une
prévision.

A
Extrapolation =ax+b
Ye = AT, + b | Y
4
_ X X
Interpolation As
Yi = ar; + b | A,
X
X
Ay
/
>
ZT; Le

Exercice 7 Avec les données de 'exercice précédent,
1. Estimer la valeur y; obtenue pour une valeur x; = 2, 5.

2. Estimer la valeur y; obtenue pour une valeur x; = 6.

Exercice 8 Prévision de ventes
Un centre commercial propose a ses clients six modeles d'un produit.
Il réalise une étude sur le volume des ventes suivant le prix de vente de ce produit.
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Les résultats de cette étude sont :

N® du produit Prix du produit (en euros) | Nombre d’unités vendues
x; (en milliers)  y;
1 300 210
2 350 190
3 400 160
4 450 152
) 500 124
6 600 102

Ll O

Représenter graphiquement le nuage de points illustrant les résultats de cette étude.
Calculer le prix moyen z,, de vente de ces produits et le nombre moyen y,, d’unités vendues.
Tracer, "au jugé,” une droite d’ajustement passant par le point moyen M (x,,; Ym)-

La direction souhaite proposer un nouveau modele a la vente, au prix de 430 euros.

Donner une estimation du nombre de ventes de ce modele que 'on peut prévoir.

5. Calculer a I'aide de la calculatrice I’équation de la droite d’ajustement par la méthode des moindres

carrés.

Quelle estimation du nombre de ventes du modele au prix de 430 euros peut-on faire avec cet ajuste-

ment ?

Exercice 9 QCM Pour chaque question une seule des réponses proposées est exacte ; indiquer laquelle.
Le tableau suivant retrace sur une douzaine d’années 1’évolution de la consommation moyenne de pain, en
kilogrammes, par personne et par an, en France.

Rang Année Consommation de pain

? Z; Yi

1 1996 58,7
2 1998 58,2
3 2000 57,6
4 2002 53,6
5 2004 53,6
6 2006 53,7
7 2008 51,7

Le nuage de points est I'ensemble des points M; de coordonnées (x;;y;) pour ¢ variant de 1 a 7.

1. Le taux d’évolution global, en 12 ans, de la consommation moyenne de pain par personne, est de (ar-

rondi au dixieme) : a) -7%

b) -11,9%

2. Le taux de diminution moyen annuel sur ces 12 ans est d’environ : a) 1%

3. Ladroite (M5Ms5) a pour équation : a) y = 2+2057,6

c) -3,2%
b) 10%  ¢) 1,2%

b) y = —x+2057,6 ¢) y=—x+2055
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4. La droite d’ajustement obtenu par la méthode des moindres carrés a pour équation (avec les coefficients
arrondis au dixieme) : a) y = —0, 6x + 1272 b) y=0,6z+ 1270,8 c) y=—0,6z+ 1270,8

5. En 1970, la consommation moyenne de pain était de 80,6 kg par personne et par an. De 1970 a 2008,
la consommation (& 1% pres) : a) a diminué de 36% b) a diminué de 56% c¢) a diminué de 29%

Exercice 10 Temps de chargement et fréquentation d’un site web

Le temps de chargement d’une page sur internet dépend de nombreux parametres, entre autre le nombre
d’utilisateurs qui y sont connectés simultanément.

Par ailleurs, le temps de chargement influe en retour sur le nombre de visiteurs : plus le temps de
chargement est long, plus les utilisateurs sont susceptibles de se diriger vers d’autres ressources.

Le responsable d’'un site a relevé le nombre d’internautes sur son site en fonction de sa durée de chargement :

Nombre d’internautes connectés 051 1 1251 3 4 151 6
(en millier), z; ’ ’

Durée de Chargement 0310410610913 12|28
(en secondes), y; ’ 7 7 7 ’ 7

1. Représenter le nuage de points de coordonnées (x;;y;) associés a cette série statistique. (Axes ortho-
gonaux ; unités : 2cm pour 1000 internautes et lem pour 0,2 seconde).

2. A T’aide de la calculatrice, déterminer I’équation y = ax + b de la droite d’ajustement D obtenue par
la méthode des moindres carrés (Arrondir les coefficients au millieme).

3. Pour la suite, on prendra y = 0,44x — 0, 19 pour équation de la droite D.
a) Tracer la droite D.
b) Avec ce modele, estimer la durée de chargement pour 8000 personnes connectées.
¢) Une étude indépendante a montré que 60% des internautes cesse de charger une page pour se

diriger vers un autre site des que le temps de chargement dépasse 3,5 secondes.

Avec le modele précédent, estimer le nombre de visiteurs sur ce site lorsque la durée de chargement
est de 3,5 secondes.

Combien de visiteurs perdrait-il alors?

Exercice 11 Equilibrer offre et demande
Une étude statistique effectué sur un produit a permis de quantifier I'offre et la demande de ce produit,
pour différentes valeurs de son prix unitaire.
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Prix unitaire Demande Offre
(en euros) (en milliers d’unités) | (en milliers d’unités)
1,2 8.4 0,75
2.5 6 1,25
3,5 D 1,75
45 4.2 2,25
5 3.5 2.5
7 2.1 3,5
8,5 1,2 4,25
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1. Représenter graphiquement, sur un méme graphique, les nuages de points des séries a deux variables :
— la demande en fonction du prix unitaire (série a deux variables z et y)
— Uoffre en fonction du prix unitaire (série & deux variables = et z)

2. Tracer, "au jugé” une droite d’ajustement pour chacun des deux nuages.
3. Estimer graphiquement,

a) la demande et l'offre pour un prix unitaire de 6 euros;

b) le prix unitaire pour une demande de 8 milliers;

c¢) le prix unitaire pour une offre de 1 millier.

4. Déterminer, a ’aide de la calulatrice, les deux équations des droites d’ajustement par moindres carrés.
Tracer alors ces deux droites, et préciser les estimations de la question précédente.

5. Pour quel prix unitaire y a-t’il équilibre entre 'offre et la demande ?
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